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論 文
断続自律系方程式における分岐のしきい値解析
伊藤 大輔†a) 上田 哲史††b) 合原 一幸†††c)
Bifurcation Analysis with Threshold Values for Interrupt Autonomous Systems
Daisuke ITO†a), Tetsushi UETA††b), and Kazuyuki AIHARA†††c)
あらまし スイッチや状態変数の跳躍で表される断続力学系の研究が盛んに行われている．複数の異なるベク
トル場が接合して力学系を構成する場合，しばしばしきい値が接合面（断続面）の位置を決める条件となる．系
に現れる周期軌道は，しきい値をパラメータとしたとき，その値の変化に対して様々な分岐現象を生じる．状態
変数やパラメータが断続面において微分不可能となる断続系では，従来の解析手法の適用に困難をもたらすが，
断続面を局所断面とし局所座標系を構成するポアンカレ写像を定義すれば，シューティング法による分岐解析が
行えることが示されている．しかしながら，しきい値の定義式は一般にモデル方程式に陽に含まれないため，分
岐パラメータ値としてのしきい値に対するシューティング解法は知られていない．本論文では，断続系の分岐理
論を拡張し，しきい値をパラメータとする変分方程式を導出し，求積する手法について述べる．更に，具体例と
して結合 Izhikevich ニューロンモデルを取り上げ，分岐構造の詳細を説明する．
キーワード 断続力学系，ポアンカレ写像，しきい値解析，結合 Izhikevich モデル
1. ま え が き
神経ネットワークや遺伝子ネットワーク，電気回路系
などの非線形力学系では，周期解やカオス，更にはそ
れらに関係した複雑な分岐現象が見られる．系を記述
する数理モデルが得られたとき，パラメータ依存性を
分岐構造として解析することは，系の挙動や安定性を
理解する上で重要な情報となる．分岐問題を調べる上
で有効な手法の一つにシューティング法がある [1], [2]．
この手法は，固定点方程式及び特性乗数を指定した特
性方程式の連立方程式について，状態変数及びパラ
メータを数値的に解くものである．数値解法としては
ニュートン法 [3]や選点法 [4]が用いられるが，前者で
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はヤコビ行列が変分方程式の求積結果として得られる
ため，アルゴリズムの実装が単純となる利点がある．
スイッチの動作や衝突運動が生じる系では，断続特
性，すなわち，連続性や可微分性が失われる特性が含
まれる力学系を考えねばならない．例えば，ニューロ
ンの発火現象をモデル化した Izhikevich モデルでは，
発火後のリセット動作が状態の跳躍として系に含まれ
るため [5]，力学系は条件文を含むものとなる．上田
らが提案したニュートン法による解析方法 [1] は，力
学系が状態変数及びパラメータについて十分滑らかで
あることを要求するため，断続系の解析には直接は適
用できない．他方で，断続力学系に対して様々なアプ
ローチが行われている．断続特性として区分線形系を
対象にしたものでは，斉藤らは，跳躍のある系の結合
系を対象に，区分線形ベクトル場をもとにしたリター
ンマップを定義し，同期状態に関する分岐現象を解析
している [6]．また，断続力学系を解析するため，部分
空間を厳密に定義し，それぞれの部分空間に対応する
リターンマップ構成して，それらを合成することで系
全体のリターンマップを構成することができることが
示されている [7], [8]．
高坂らは断続特性を含む非線形力学系におけるリ
ミットサイクルの分岐問題について数値解析の一手
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法 [9] を提案している．この手法では，スイッチが切
り換わるしきい値で表される，ベクトル場が不連続に
切り換わる条件（断続面）をポアンカレ断面とし，断
続面内の局所座標におけるポアンカレ写像を定義す
る．この写像は連続であり，導関数である変分も求積
できる．区間的なポアンカレ写像の合成写像として，
系全体を表すことによって系の変分もまた求積できる．
よってニュートン法により，分岐問題を解くことが可
能となり，パルスやヒステリシス，跳躍特性をもつ系
も取り扱うことができる [10], [11]．しかしながら，解
析対象は微分方程式に陽に含まれるパラメータについ
て分岐問題が取り扱われており，断続特性に関するパ
ラメータについての定性的解析はあまり見られない．
このようなパラメータについて調べることは，スイッ
チをはじめとする断続特性が系に与える影響を調べる
という意味でも大変重要である．また，リミットサイ
クルが通過する断続面が複数ある場合の分岐現象の詳
細な解析もあまり見られない．
本論文では，断続系におけるポアンカレ写像としき
い値の関係を整理し，変分方程式を拡張した断続特
性のしきい値による周期倍分岐，接線分岐の解析手
法を述べる．次に複数の断続面をもつ例として結合
Izhikevichモデルを取り上げ，そのしきい値に関する
分岐解析を行う．
2. 断続特性のしきい値に関する解析
2. 1 問題の記述
式 (1) で定義される m 個の区分的に連続な非線形
関数に従った，n次元自律系を考える．
dx
dt
= fk(x), k = 0, 1, . . . , m− 1 (1)
ここで，t ∈ R は時間，x ∈ Rn は状態変数を表す．
fk : R
n → Rn は全ての状態変数に対して必要な回数
だけ微分可能な写像とする．各写像 fk が適用される
空間はその空間が挟まれる 2個の断続面によって定義
される．適用されるベクトル場が fk−1 から fk に切
り換わる断続面 Πk を式 (2)に定義する．
Πk = {x ∈ Rn| qk(x, θk) = 0} . (2)
ここで，qk はスカラ関数，θk は関数 qk 固有のパラ
メータであり式 (1)とは無関係とする．今，点 xi ∈ Πi
を初期値とする軌道が，Πi+1 と交わる点を xi+1 と表
す．解軌道が m 個の断続断面を通過し，周期的であ
るとき，式 (3)に示される，m個の局所写像を定義で
きる．
T0 : Π0 → Π1,
x0 → x1 = ϕ0(x0, τ0),
T1 : Π1 → Π2,
x1 → x2 = ϕ1(x1, τ1),
...
Tm−1 : Πm−1 → Π0,
xm−1 → x0 = ϕm−1(xm−1, τm−1).
(3)
ここで，τi は局所写像 Ti における，解軌道が断面
間を遷移するのにかかる時間を表し，xi 及び写像先
の断面 Πj に関するパラメータ θj に依存したスカラ
関数となっている．今，x0 ∈ Π0 を出発した軌道が
時間 τ 後に再び x0 に戻ってきたとする．このとき，
τ = Σm−1i=0 τi である．式 (3)より，各局所写像の合成
写像はポアンカレ写像 T として次式で表される：
T (x0, θ1, · · · , θm−1)=Tm−1 ◦ · · · ◦ T1 ◦ T0 (4)
t = 0で x0 ∈ Π0 を出発した軌道が再び Π0 におい
て x0 を通過するときの x0 を T の固定点という：
x0 = T (x0, θ1, · · · , θm−1). (5)
系 (1)の周期解に周期倍分岐，接線分岐などが生じる
場合，それらの固定点位置とパラメータ値を求めるに
は，式 (5)とその特性方程式の連立方程式をシューティ
ング法を用いて解けばよい．しかしながら，系 (1)に
関する分岐計算においては，高坂ら [9] によって，局
所座標系への変換が必要であることが示されている．
すなわち，式 (5)について Π0 上の n− 1次元局所座
標系 Σを考え，局所座標 u を導入する：
u ∈ Σ ⊂ Rn−1. (6)
ここで，局所座標上の状態変数 uは局所断面上の法線
ベクトル方向の情報が固定されるため，一次元退化し
ている．埋込写像と射影は式 (7)で定義する：
p−1 :
Σ → Π0
u → x , p :
Π0 → Σ
x → u . (7)
このとき，局所座標上でのポアンカレ写像 T は式 (8)
で表される：
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T : Σ → Σ,
u → p ◦ T ◦ p−1(u). (8)
よって式 (5)は局所座標系では
u0 = T(u0) = p ◦ T ◦ p−1(u0) (9)
と表される．このとき u0 は局所座標系での固定点で
あり，これに関係する特性方程式は，
χ(μ) = det
(
∂T
∂u0
− μI
)
= 0 (10)
と表される．分岐を生じる固定点やパラメータを求め
るには，式 (9)，(10)を連立させた式 (11)を解けばよ
い [3]．{
T(u0)− u0 = 0,
χ(μ) = 0.
(11)
ここで，式 (11)第 1式は固定点条件，第 2式は分岐
条件を表す．μは特性乗数を表し，例えば周期倍分岐
の場合は μ = −1である．解法としてニュートン法を
用いる場合，式 (9) 及び (10) の状態変数やパラメー
タに関する導関数を必要とするが，それらは，式 (9)
に関する第 1変分方程式及び第 2変分方程式の数値積
分値により構成できる（具体的な手続きは高坂 [9] を
参照）．
2. 2 しきい値に関する変分
文献 [5], [9] では主に，変分方程式に含まれるパラ
メータに関する解析が行われている．そのパラメータ
を変動させることで，周期倍分岐や接線分岐といった
分岐現象が現れることが示され，その分岐集合も詳細
に調べられた．
断続的特性を表す式に含まれるパラメータを変動さ
せた場合，例えばスイッチの動作しきい値を変動させ
ると，同様な分岐現象が観測される．この分岐現象を
シューティング法で解析するには断続断面に含まれる
パラメータに関する微分を計算する必要がある．以下
ではその計算方法を検討する．
式 (3)より，Πi → Πi+1 で表される写像 Ti は下記
で定義される：
Ti(xi, θi+1) = ϕi(xi, τi). (12)
ここで，0 ≤ i ≤ m− 1である．τi は写像先の断面に
関するパラメータ θi+1 に依存する．式 (12)における
θi+1 での微分は chain ruleより式 (13)で与えられる．
∂ϕi
∂θi+1
=
∂ϕi
∂τi
∂τi
∂θi+1
. (13)
ここで，軌道は局所断面に対して横断的，すなわち，
∂qi+1
∂x
· ∂ϕi
∂t
= 0 であると仮定する．次に，断面を定
義するスカラ関数 qi+1(ϕi(xi, τi), θi+1) = 0を θi+1
で微分する．chain ruleより式 (14)が得られる．
∂qi+1
∂x
∂ϕi
∂t
∂τi
∂θi+1
+
∂qi+1
∂θi+1
= 0. (14)
式 (14)より，
∂τi
∂θi+1
= − 1
∂qi+1
∂x
∂ϕi
∂t
∂qi+1
∂θi+1
(15)
であるので，式 (15)を式 (13)に代入すると
∂ϕi
∂θi+1
=
∂ϕi
∂t
∂τi
∂θi+1
=
−1
∂qi+1
∂x
∂ϕi
∂t
∂qi+1
∂θi+1
∂ϕi
∂t
(16)
を得る．これは局所写像 Ti での θi+1 に関する微分を
表す．式 (4)，(16)より，ポアンカレ写像 T の局所断
面 Πj に関するパラメータ θj に関する微分は chain
ruleより式 (17) となる．
∂T
∂θj
=
∂
∂θj
(Tm−1 ◦ · · · ◦ T1 ◦ T0),
=
(
j∏
i=m−1
∂Ti
∂xi
)
∂Tj−1
∂θj
. (17)
式 (17) の各項は式 (1) に関する変分方程式を求積す
ることにより全て求めることができる．式 (7)，(8)よ
り，Σ 上での写像 T の θj に関する微分は式 (19) と
なる．
T(u0, θ0, · · · , θm−1)
= p
(
T (p−1(u0), θ0, · · · , θm−1)
)
, (18)
∂T
∂θj
=
∂p
∂x
∂T
∂θj
. (19)
また，周期点の場合も同様の手順で計算することがで
きる．
ニュートン法を用いてしきい値による分岐パラメー
タを求めるとき，漸化式は
F ′(zn)(zn+1 − zn) = −F (zn) (20)
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で表される．ここで，z = (x, θj) は，状態変数とパ
ラメータを合わせたベクトル，F (z)は式 (11)左辺を
表す．よって，式 (20)左辺の F ′ は
F ′ =
⎛
⎜⎝
∂T
∂x
− I ∂T
∂θj
∂
∂x
χ(μ)
∂
∂θj
χ(μ)
⎞
⎟⎠ (21)
となる．
しきい値の変化による分岐現象を説明するには，一
次元分岐図やブルートフォース法がよく用いられるが，
本シューティング法により，より精度高く分岐集合を
求められる．また，高次元系の場合の不安定解の分岐
集合も安定に計算することができる．
3. 適 用 例
本章では，高次元でかつ断続面が複数ある例として，
結合 Izhikevichモデルに対する分岐解析を行う．
単体の Izhikevichモデルはニューロンの発火現象を
モデル化した数理モデルの一つである [5]．これは，簡
素な二次元動力学に断続特性として跳躍を加えたもの
であり，数値実験より regular spiking や chattering
spiking といった数多くの発火パターンを示すことが
確認されている．本章では，Izhikevichモデルを拡散
結合した結合 Izhikevichモデルを考える：
x˙ = f (x) = (f1, f2, f3, f4)
T
⎛
⎜⎜⎜⎝
f1
f2
f3
f4
⎞
⎟⎟⎟⎠ =
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0.04x20 + 5x0 + 140
−y0 + I + δ(x1 − x0)
a(bx0 − y0)
0.04x21 + 5x1 + 140
−y1 + I + δ(x0 − x1)
a(bx1 − y1)
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
if x0 = θ0,
then x0 ← c, y0 ← y0 + d,
if x1 = θ1,
then x1 ← c, y1 ← y1 + d. (22)
ここで，x = (x0, y0, x1, y1)T は状態変数，xi =
(xi, yi)
T は各単体 Izhikevich モデルの状態変数，a,
b, c, d, I は二つの Izhikevich モデル共通のパラメー
タ，θi は各断続特性固有のパラメータ，δ は拡散結合
の結合係数を表す．単体モデルの断続特性の振舞いを
図 1 に示す．x(t)が θに到達すると瞬時に状態の跳躍
が発生する．拡散結合した結合系 (22) では，図 1 の
図 1 単体 Izhikevich モデルの振舞い
Fig. 1 Behavior of the single Izhikevich model.
断続特性が二つになり，それらが互いに独立して発生
する．そのため，断続イベントが同時に発生する場合
も存在し，解析が複雑となる．
跳躍特性をもつ単体の Izhikevichモデルでの解析手
法は既に提唱されており，詳細な分岐解析も既に行わ
れている [10]．しかし，しきい値を分岐パラメータと
した分岐現象は解析されていない．そこで，式 (22)に
おいて二つのしきい値 θ0，θ1 を分岐パラメータとし
て分岐問題を解析する．
式 (22) より，結合 Izhikevichモデルにおける局所
写像は四つ考えられる．それぞれの局所写像は，
T0 : Π0 → Π0,
T1 : Π0 → Π1, (23)
T2 : Π1 → Π0,
T3 : Π1 → Π1.
である．ここで，各断面は式 (24)で定義される．
Π0 =
{
x ∈ R4; q0(x) = x0 − θ0 = 0
}
, (24)
Π1 =
{
x ∈ R4; q1(u) = x1 − θ1 = 0
}
.
今，x0 ∈ Π0 を出発した解軌道が断続断面 Π1 を通過
し，再び x0 ∈ Π0 に戻ると仮定する．この解軌道のポ
アンカレ写像は次式で表される：
T (x0) = T2 ◦ T1. (25)
断面 Π0 上の点 x0 から出発した軌道が断面 Π1 上
の点 x1 に到達したとする．このときの局所写像 T1 を
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断面 Π1 のパラメータ θ1 で微分すると，式 (16)より，
以下のように表される：
∂ϕ0
∂θ1
=
1
f3(x1)
f (x1). (26)
ポアンカレ断面を Π0 とすると，局所座標系 u =
(u0, u1, u2) を示す埋込写像 p−1 と射影 p は式 (27)
で表される．
p−1(u) = x = (c, u0, u1, u2)T ,
p(x) = u = (y0, x1, y1)
T .
(27)
よって，ポアンカレ写像 T の断面パラメータ θ1 に関
する微分は式 (28)で与えられる．
∂T
∂θ1
=
∂p
∂x
∂T
∂θ1
,
=
⎛
⎜⎝ 0 1 0 00 0 1 0
0 0 0 1
⎞
⎟⎠ ∂T
∂θ1
. (28)
よって，シューティング法による分岐パラメータ値と
してしきい値を用いる準備ができた．
3. 1 断続イベントが解析に与える影響
複数の断続特性をもつ場合，それらのしきい値で表
される断面が互いに交差することが考えられる．軌道
がこれら断面を独立に通過する場合は系に含まれる断
続面の一つをポアンカレ断面とみなすことで分岐パラ
メータについて解けるが，系に対称性がある場合には
この交差線上を軌道が通過する，すなわち，複数の断
続的イベントが同時に発生することがある．
Izhikevich結合モデル (22)においては，二つのしき
い値が一致する，すなわち，θ0 = θ1である場合が系が
対称性をもつ場合に対応する．交差線上を通過するリ
ミットサイクルを解析するとき，シューティング法の収
束過程で生じる x1, x2への非対称な修正量により跳躍
のタイミングが大きくずれる．図 2 に，θ0 = θ1 = 30，
δ = −0.05における各モデルのポアンカレ写像 1周期
分の軌道 x0, x1 の推移を示す．図 2 (a)は理想的な同
相同期状態の軌道を示し，図 2 (b)は同相同期状態の
初期値 x1 に微小量 Δx1 = 10−5 の変化を加えた場合
を示す．x0 と x1 が同時に跳躍していないことが分か
る．結果として，初期値においては微小な偏差である
にもかかわらず，ポアンカレ写像をとると，x1 の値が
(a)と (b)とで大きなずれが生じていることが確認で
きる．よって，真値との誤差が小さいにもかかわらず，
式 (20) で表されるニュートン法漸化式の右辺に大き
(a)
(b)
図 2 結合 Izhikevich モデルのポアンカレ写像中の軌道
(a) 同相同期状態，(b) 微小な偏差を加えた場合
Fig. 2 The orbit of a coupled Izhikevich model in
one cycle. (a) in-Phase Synchronization and
(b) with a small perturbation.
図 3 解析用ポアンカレ断面 Πx
Fig. 3 The Poincare´ section Πx for analysis.
な値が代入され，修正量も比例して大きくなり，結果
として収束性能に悪影響を及ぼす．
この問題の回避策として，図 3 で示すように，新
たに解析用のポアンカレ断面を設けた．すなわち，リ
ミットサイクルが解析用断面と他の局所断面との交差
線上を通過せず，かつ横断的に断面を通過する位置に
新しく局所断面を設ける．そして，新しく設けた解析
用の局所断面をポアンカレ断面とみなすことにより，
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軌道が通過する交差線に関する断面は双方とも軌道に
対して横断的な断続断面となり，ニュートン法の収束
過程で微小な偏差が生じてもポアンカレ写像への影響
をなくすことができる．よって，軌道が局所断面の交
差線上を通過する場合でも正確に安定性や分岐現象を
計算することができるようになる．式 (22) で表され
る Izhikevichモデルの結合系に対する解析用のポアン
カレ断面 Πx を式 (29)に示す．
Πx =
{
x ∈ R4; qx(x) = x0 = 0
}
. (29)
式 (29)より，式 (23)の局所写像を再定義する：
Tx0 : Πx → Π0,
Tx1 : Πx → Π1,
T0 : Π0 → Π0,
T1 : Π0 → Π1, (30)
T2 : Π1 → Π0,
T3 : Π1 → Π1,
T0x : Π0 → Πx,
T1x : Π1 → Πx.
ポアンカレ写像の合成写像を再定義する．今，xx ∈ Πx
を出発した解軌道が断続断面をΠ0, Π1と通過し，再び
xx ∈ Πx に戻ってきたとする．式 (30)より，式 (25)
の合成写像は次式で表される．
T (xx) = T1x ◦ T1 ◦ Tx0. (31)
ここで，解析用の断続断面を増やすことにより，図 3
における，局所断面 Πx 上で断続的イベントは増加す
る．よって，2.で示される断続特性の評価や計算も増
えることになる．
3. 2 適 用 結 果
図 4 は，θ0-θ1 平面における分岐図を示す．図 4 中
の PDi は i周期の周期倍分岐，Gi は i周期の接線分
岐を表す．ここで，各パラメータは a = 0.2, b = 0.2,
c = −50, d = 2, I = 10, δ = −0.1 である．各モデ
ルのパラメータは同じ値としているので，この系は対
称性を有している．また，分岐図が対角線を軸として
対称になっていることから対称性を有していることが
確認できる．また，断続特性を示す断面のしきい値に
よって様々な分岐現象が発生することが分かる．接線
分岐 Gi が発生すると i周期解が発生し，それらが周
期倍分岐を起こし不安定な i周期解と安定な倍周期の
図 4 θ0-θ1 平面分岐図．a = 0.2, b = 0.2, c = −50,
d = 2, I = 10, δ = −0.1．
Fig. 4 Bifurcation diagram in θ0-θ1 plane. a = 0.2,
b = 0.2, c = −50, d = 2, I = 10 and δ = −0.1.
図 5 θ0-θ1 平面分岐図（領域 A の拡大図）
Fig. 5 The bifurcation diagram in θ0-θ1 plane
(enlargement of the region A).
周期解に変化する，最終的に周期倍分岐連鎖を起こし
カオスに遷移していく．図 5 の中央右側の 8周期領域
周辺では，カオスや安定な 2周期解，4周期解とも共
存している．図 6 に θ0 = 54，θ1 = 48における安定
な 2周期解と 8周期解を示す．
図 7 は θ1 = 32で固定した線分 l上の一次元分岐図
を表す．PD2, PD4 において，周期倍分岐が発生し，
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図 6 θ0 = 54，θ1 = 48 における相平面図
Fig. 6 The phase portraits with θ0 = 54 and θ1 = 48.
図 7 θ1 = 32 の線分 l 上の y0-θ0 平面一次元分岐図
Fig. 7 The one dimension bifurcation diagram in y0-θ0
plane along a segment l with θ1 = 32.
図 8 図 7 の (i)θ0 = 42 における相平面図
Fig. 8 The phase portraits with (i) θ0 = 42 in Fig.7.
それらが連鎖することによりカオスへ遷移しているこ
とが確認できる．図 8, 図 9 には図 7 の (i) 及び (ii)
で表した θ0 におけるアトラクタの相平面図を示す．
δ = −0.05としたときの θ0-θ1 平面における分岐図
を図 10 に示す．結合係数が小さくなったため，大き
図 9 図 7 の (ii)θ0 = 46 における相平面図
Fig. 9 The phase portraits with (ii) θ0 = 46 in Fig.7.
図 10 θ0-θ1 平面分岐図．a = 0.2, b = 0.2, c = −50,
d = 2, I = 10, δ = −0.05．
Fig. 10 The bifurcation diagram in θ0-θ1 plane. a =
0.2, b = 0.2, c = −50, d = 2, I = 10 and
δ = −0.05.
い周期の解が発生しなくなり，分岐構造が簡素になっ
ている．しかし，依然として対称性を有していること
が確認できる．
4. む す び
本論文では，断続力学系における，断続特性のしき
い値に関する分岐解析手法について述べた．断続力学
系をしきい値について解析する場合，それら断続断面
をポアンカレ断面とみなし，適切に評価することによ
り，微分等の計算が可能であることを示した．また，
それらを用いて周期倍分岐及び接線分岐の解析を行え
ることを確認した．また，複数の断面をもつ系におい
て，それら断面の交差が解析に影響を与え得ることを
示し，その問題の解決のために，解析用の断面を新し
く設ける手法を提案した．
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